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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Synopsis
　　The　purpose　of　this　paper　is　to　investigate　the　transient　behavior　of　a　single　chan・
nel　and　finite　queues（MIM11（N♪）and　to　propose　the　numerlcal　method　of　the　transient
behavior．
　　In　this　paper，　the　new　approach　by　the　method　of　the　stochastic　difference　equations
is　proposed　and　the　new　approach　with　the　method　of　the　Monte　Carlo　simulation　is
compared．
　　The　proposed　method　is　applicable，　because　the　caluculation　of　the　new　appr6ach
fits　to　the　restlts　of　the　Monte　Carlo　simulation　and　the　caluculation　is　easy．
　　In　addition，　the　system（MIMII（。○））which　was　dealt　with　in　the　previous　paper　is
shown　as　a　development　of　the　system　investigted　here．
　1．はじめに
　著者は，第1報1》において，M／M／1（。。）なる待ち行列システムの過渡状態｛待ち行列の平
均（Lq（t））など｝を，確率差分方程式を用いて明らかにした。
　しかしながら，実際の待ち行列システムにおいては，システムの状態変数（系の長さ，待ち
行列の長さなど）が変動しているために；状態変数の平均値だけを着目してシステムの設計に
あたると，システムのこのような変動に追従せず，不安定なシステムとなる可能性が考えられ
る。
　したがって，待ち行列システムの設計にあたっては，状態変数の平均値のほかにそのバラツ
キを求めることも，システムの安定性を評価する上で重要であると考えられる。
　また，待ち行列理論の応用面としては，系の長さNeこ制限のあるMIM／1（N）なるシステム
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が実用性が高いと考えられる。
　そこで，本報告では，前報のシステム（M／M／1（o・））に系の長さ（行列を作って待ってい
る客とサービス中の客の和）に制限をつけた，M／M／1（N）システム，すなわち，客（部品，
注文など）の到着時間間隔が，平均1／λの指数分布に従い，’サービス窓口（機械設備，作業員
など）が1つの先着順サービスで，そのサービス時間（加工時間，作業時間など）が，平均
1／μの指数分布に従っており，系の長さがN単位に制限されている待ち行列システム（図1）
における過渡状態を，前報同様に，確率差分方程式を用いて表わし，系の長さの平均と分散を
求め，モンテカルロ・シミュレーションによる方法と比較検討した。
また，許される系の長さを増すことにより，前報のシステムをも取扱えることを示す。
2．　システムの評価尺度
　この待ち行列システムの評価尺度として，系の長さの平均と分散，サービス窓口がふさがっ
ている確率を求める。
　λを平均到着率，μを平均サービス率，平衡状態（定常状態）において，系の長さがnにな
る確率をP．とすると前報より，
　　　　　　　λ2。＝＝XIP、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）
　　　　　　　λPn－、＋μP。＋、＝（2十μ）Pπ　　　　　　　　　　　　　　　　t（2）
を得る。ここで，さらに，系の長さがNである場合に，推移できる状態は，NがN－1に変
化する状態（サービスが終了して，1単位減る）のみで，その状態はμなる割合で起こるか
ら，つぎの平衡状態式が成立する。
　　・　　　　　λPiV＿i　＝　FtPv　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
　ここで，Pnを求めると，つぎのようになる。
　　　　　　　Pn＝ρnPo　　（n＝1，　2，　・・・…　，2＞）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
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　ただし，利用率ρ＝λ／μとする
　また，P。は，状態Nになるまでの全ての確率（S）を加えると1になるという条件から求
められる。
　すなわち，
　　　　　　　　　N　　　　　IV　　　　　　S＝ΣPn＝ΣρnP，・＝1
　　　　　　　　n＝O　　　　n＝O
　　　　　　s＿1一ρN＋1P。＿1
　　　　　　　　　1一ρ
　よって
　　　　　　P・－1圭デ・・
となる。
結局，Pnは，（5）式を（4）式に代入して
　　　　　　　Pn－1≒系・・ρ・
として表わせる。
（6）式を利用して，平衡状態における各評価尺度は，つぎのようになる。
　（1）系の長さの平均
　　　　　　　L一頚凪一ρ1そ讐羅吉欝＋1
　（2）系の長さの分散
　　　　　　　琉一か恥君一ρL’（N＋111響畿喜訴睾｝醐
　（3）サービス窓口がふさがっている確率
　　　　　　　・「躯一・、≒£筆
さがnになる確率をPn（t）とすると，
　（1’）時刻teこおける系の長さの平均
　　　　　　　L（t）＝ZnPn（の
　　　　　　　　　　皿＝t
　（2’）時刻teこおける系の長さの分散
　　　　　　　y乙（の＝　Zn2P．（の一L2（の
　　　　　　　　　　n＝1
　（3’）時刻teこおけるサービス窓口がふさがっている確率
　　　　　　　π（の＝Σ．P。（の
　　　　　　　　　　n＝1
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）
ここで，過渡状態においては，上式に対応して考えることとして，時刻teこおいて，系の長
（10）
（11）
（12）
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となる。
　すなわち，このシステムの過渡状態を評価するためには，時亥肱において，系の長さがn
になる確率Pn（のを求めればよいことになる。
3．　差分方程式
　上述の確率P。（t）を求めるためには，つぎのような確率差分方程式を考える。
　えを平均到着率，μを平均サービス率，Atを微少時間として，前報より，次式が成立する。
　（1）系中に，1単位も存在しない場合
　　　　　　　P・（t＋∠t）＝P・（の（1－2dt）＋P、（t）Ptat＋0（At）　（n　＝O）　　　　　（13）
　（2）系中に，π単位存在する場合
　　　　　　　Pn（t＋dt）　＝　Pn－・（t）λdt＋Pn（t）｛1－（2＋μ）dt｝＋Pn＋、（t）Ptat＋0（dt）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1＞＞n≧1）　　　　　　　　　　　　（14）
　さらに，このシステムでは，つぎの制約条件を考慮する。
　（3）系中に，1＞単位存在する場合
　この状態方程式を求めるためには，つぎのように考える。
　1）　t＋at時点に，1＞単位存在する事象
　つぎに，時点t＋Zitに，上の状態をしめるのは，　つぎのような2つの互いに排反した事象
のいずれかが起こった場合に限る。
　2－1）　t時点に，N単位存在し，　Atの間に，1単位もサービス終了しない事象
　2－2）　t時点に，N－1単位存在し，　dtの間に，1単位到着する事象
　これらの事象の起こる確率は，それぞれ
　1）　PN（t十4t）
　2－1）　　」『配（t）｛1－一（Pt∠lt十〇（∠lt））｝
　2－2）　　Pv＿1（t）（え∠tt十〇（∠lt））
である。
　以上のことから，次式が成立する。
　　　　　　　取’＋at）一・PN－・（t）Rdt＋P・（の（1一μの＋0（dt）　（n＝N）　　（15）
　ここで，このシステムの評価は，前報同様に，利用率ρによって決定されるので，μ　＝1と
しても一般性は失なわれない。このとき，ρ＝2となる。
　また，高次項0（dt）は，無視できるほど小さいものとすると，⑯，働，㈲式は，つぎのよ
うに整理できる。
　　　　　　R・（t＋dt）　＝　Po（t）（1一ρdt）＋P，（t）At　（n＝・O）
　　　　　　Pη（t十∠1の；Pn＿1（彦）ρ∠lt十1㌔（の｛1－（ρ十1）∠lt｝十、Pn＋1（’）∠lt
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（N＞n≧1）
　　　　　　PN（t＋dt）　＝・　P．－1（t）ρ4t＋PN（の（1－dt）　　（n＝N）
㈹，0の，⑯式が求める確率差分方程式である。
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（16）
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　これらを，数値解法するにあたって，前報同様，つぎの条件を取り入れた。
　①初期条件として，時刻t＝oのとき，系の長さn・・Oとする。
　すなわち
　　　　　　　P。（0）＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
　　　　　　　Pn（0）＝0　　（n＝1，2，……，1＞）
　②微少時間Atを，0，01単位時間とする。
　③評価尺度として，⑳，⑳，㈱式を利用する。
　さて，上述の差分解では，微少時間Atの間では，到着する客は1単位であるという理想化
をおこなっているが，実際には，客が連れだって到着することも考えられる。
　このようなことを考えると，客が2単位以上で到着することを含めて，このシステムを再現
してみる必要があると思われる。
　このため，次章においては，モンテカルロ・シミュレーションをおこない，差分解と比較検
討をおこなった。
4．　シミュレーション
　前述のシステムのシミュレーションをおこなうecあたり，つぎのように考える。
　計算機の中に，システムを動かす中心として，時刻（CLOCK）をおき，時刻を1単位ずつ
進めながら，各種の事象を捜していく。
　システムの中の主な事象としては，客がシステムに到着すること，客がシステムにはいるこ
と，客がサービス窓口を占有すること，客が行列に並ぶことなどである。
　計算機内での操作として，客が到着したら，到着時間間隔（AT）を発生させ，つぎの客の
到着時間を決定し，（SUMAT）に入れる。客がサービス窓口を占有したら，その客のサービ
ス時間（ST）を発生させ，サービス終了時間を決め，（SUMST）に入れる。
　客が行列に並ぶと，（QUEUE）を1だけ増す。
　客がサービス窓口を占有しているときには，（STATION）を1（ON）ecして，占有してい
なければ，0（OFF）にする。システム内の客の総数を，（SYSTEM）に入れるなどである。
　今，時刻が決定した時に考えられる事象は，つぎのいずれかである。
　1．客の状態
　　a．到着する
　　b．、到着しない
　また，それぞれについて
　2．　システムの状態
　　A．客の受け入れ可能である
　　B．客の受け入れ不可能である
　さらに，それぞれについて
　3．　サービス窓口の状態
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　　　1．手空き中
　　　2．サービス中
　　　3．サービス終了
，にわけられる。
　　aかbかの判断は，（CLOCK）と（SUMAT）を比較することによって判断でき，　AかB
　かの判断は，（SYSTEM）の数によって判定できる。
　　また，1，2，3の判断は，（STATION）が0かどうか又は，（CLOCK）と（SUMST）を
　比較することによってわかる。
　　しかしながら，これら全ての事象を考える必要はなく，客が到着しない時や客が到着しても
　システムが受け入れ不可能の時には，何の操作もしなくてもよく，サービスが終了かどうかに
　注目すれば良い。また，客がシステムにはいってきて，サービス窓口が空いていなけれぽ，行
　列に客に入れれぽ良い。
　　こうして整理すると，下図にように「客が到着した場合」と「サービス窓ロのサービスが終
　了した場合」についての操作をおこなえばよいことがわかる。
　　以上をまとめたシミュレーション・モデルのフローチャート（流れ図）を図2に示す。
（客が到着）1
　　（システム受け入れ可能）
　　／　　＼
（手空き中）　　　　　　（サービス中）
サービス窓口を「ON」
にする
終了時刻の決定
つぎの客の
到蒲時亥jを
決定
（サービス終了）
行列があれば長さをちぢめ
終了時刻を決定
なければサービス窓口を
「OFF」にする。
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Fig．2Aflow　cllart　of　M／M／1（N）system．
フローチャート内の記号は，表1に示す通りである。
1回のシミュレーションは，　15，000CLOCK
おこない，100CLOCK（1単位時間）毎に，系
の状態を求めている。
　なお，シミュレーションの試行回数は100回お
こない，系の長さの平均と分散を求め，差分解と
比較検討した。　　　’　　　　：　　　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i
　5．結果と考察i
　図3に，結果の1例として，利用率ρ＝0．7で，
許される系の長さNが5と20の場合の系め長さ
の平均L（のと偏差を考慮したL（の＋3σ（の（L（の
＋3x／VL（の）について，差分解とシミュレーシ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　15－7
AT：到着時間間隔
ST：サービス時間
SUMAT：到着時間
SUMST：サービス終了時間
CLOCK：シミュレーショソ単位時間
QUEUE：待ち行列の長さ
　STATION：サービス窓口
・SYSTEM：系の長さ
Tmax：シミュレーション時間
表1記 号
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Fig．3　System　size　at　the　time　t
ヨン結果を比較して示す。
　図から明らかなことは
　①許される系の長さ2Vが，　L（の＋3σ（のより小さいときは，系の長さllは，　NとL（の＋
　　3σ（のとn＝　Oにはさまれた範囲でパラツク。
　②許される系の長さNが，L（t）＋3σ（のより大きいときは，系の長さ・・は，　L（の＋3σ（の
　　とll；Oにはさまれた範囲でバラック。
　③許される系の長さNが，小さいほど平衡状態に早く収束する。
　④シミュレーション結果は，差分解と良く一致している。
などである。
　これらの結果から，このシステムの解析的に取扱うために，第3章のような理想化をおこな
っても，現象をうまく表現できることがわかる。
　なお，本研究では，微少時間dtを0．01単位時間としたが，数値計算上，解の収束性，安定
性を考慮すると，表2の範囲内のdtを利用できる。表2では，利用率ρが0．6～0，9，許され
る系の長さNが5と10についての場合を示している。
5
10
0．6
0．65
0。63
0．7
0．61
0．58
0．8
0．56
0．56
0．9
0．54
0．53
表2　微少時間の範囲
計算は，本学工学部のPDP11／40による。
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　なお，表2は数値解法の解の収束性，安定性の検討結果であるが，過渡状態の考察にあたっ
ては，At＝O．01（単位時間）程度を用いることを著者は推奨する。
6．許される系の長さNと利用率ρとの関係
また，許＊れる系の長さNを増すことによって前報のシステム，M／M／1（・。）に近づく・
すなわち，平衡状態において，サービス窓口がふさがっている確率は，
①M／M／1（。・）の場合
　　　ooπn＝。。＝＝　ZPn＝ρ
　　　n＝1
②M／M／1（N）の場合
?????
侮
?＝?? ??＝?＝??
（19）
（20）
である。
　㈲式において，Nを増してやり，ag式と適当な誤差範囲
で同値になるNを捜すことにより，近似的にM／M／1（N）
をM／M／1（。。）として取扱うことができる。
　この結果について，Nとρの関係を図4に示す。図よ
り，例えば，ρ＝0．1の場合，許される系の長さNが5以
上のときは，系の長さに制限のないM／M／1（・○）として，
取扱ってよいことがわかる。
　このように求めた結果を利用することによって繁雑なモ
（①
??????）??
　　ρ×10幽1（utilizati・n　fact・r）
Fig．4　Relationship　between
　　　　PandIV
デルが簡単なモデルで取扱っても，良い近似となることが示される。
7．　む　　す　　び
　以上の結果から，待ち行列M／M／1システムの過渡状態を解析するために，基本的な確率
差分方程式を使用することは，式自体が非常に単純であるので，数値計算には好ましいものと
思われる。
　また，システムの設計にあたって，状態変数の平均値とその偏差を求めておくことは，状態
変数が変動している場合には，その安定性を評価する上で重要であると思われる。
　本研究の応用例としては，過渡状態における機械割り当ての問題（経済的持ち台数の決定），
立ち上がりから，定常状態になるまでの時間の目安などに利用できるが，そのためには，各種
の数表化やノモグラフなどの作成により，実用化できるが，その点に関しては，今後の課題と
したい。
　おわりに，本研究をまとめるにあたり，本学の蓮尾講師，大滝助手の助言によるところ大で
あった。ここに協力を感謝する。
　なお，計算ecあたっては，本学計算センターOKITAC－5090Mシステム，東京大学大型計
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算機センターHITAC　8800／8700システムを利用した。
　ここに附記して各センターに厚く感謝する。
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